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Resumen
Se presenta una estrategia de control que combina las te´cnicas de modos deslizantes y control H∞, para regular la posicio´n de
un sistema meca´nico subactuado con friccio´n y con una holgura ela´stica. Se muestra que el sistema controlado tiene una regio´n de
puntos de equilibrio, donde las trayectorias del sistema en lazo cerrado convergen de manera asinto´tica con un error de posicio´n
acotado en estado estacionario, incluso ante la presencia de cierto tipo de perturbaciones. La amplitud de dicho error puede reducirse
mediante una sintonizacio´n adecuada de los para´metros del controlador. Adema´s, el controlador atenu´a el efecto de perturbaciones
externas e incertidumbres en el modelado sobre la salida de la planta. La metodologı´a es aplicada a una plataforma experimental,
mostra´ndose el buen desempen˜o del controlador propuesto. Copyright c© 2014 CEA. Publicado por Elsevier Espan˜a, S.L. Todos los
derechos reservados.
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1. Introduccio´n
1.1. Motivacio´n y metodologı´a
Un problema de intere´s en el a´rea de ingenierı´a de con-
trol es disen˜ar un controlador retroalimentado que estabilice la
planta nominal y que atenu´e la inﬂuencia, sobre la salida de la
planta, de variaciones parame´tricas y perturbaciones externas.
En sistemas meca´nicos este problema resulta ma´s complicado
cuando existen restricciones sobre el movimiento del sistema.
Este problema fue intensamente estudiado en la u´ltima de´cada,
para sistemas con diversos tipos de restricciones, (Mansard and
Khatib, 2008; Potini et al., 2006; Perez et al., 2010). Sin embar-
go, es frecuente que la presencia de incertidumbres parame´tri-
cas y de perturbaciones externas no sean tomadas en cuenta.
Algunas referencias importantes al respecto se pueden encon-
trar en (Brogliato, 1999; Leine and Van de Wouw, 2010).
El control por modos deslizantes (Utkin, 1992), es una meto-
dologı´a ampliamente utilizada debido a su efectividad para can-
celar el efecto de perturbaciones. La principal caracterı´stica de
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este tipo de controladores es que generan un modo deslizante
sobre una superﬁcie prescrita de conmutacio´n, de manera que
el sistema sea gobernado por una ecuacio´n de orden reducido,
que a la vez permanece insensible a cierta clase de perturba-
ciones externas y variaciones parame´tricas (Utkin, 1978). Esta
metodologı´a ha sido probada satisfactoriamente para controlar
el movimiento de innumerables sistemas, entre otros, de robots
manipuladores (ve´ase (Sabanovic et al., 2008) y las referencias
contenidas ahı´). Igualmente, un trabajo previo de control por
modos deslizantes en robots con restricciones puede ser encon-
trado en (Lian and Lin, 1998).
Por otra parte, la metodologı´a de control H∞ (Doyle et al.,
1989; Isidori, 2000) ha probado ser efectiva para controlar sis-
temas afectados por perturbaciones desconocidas y donde las
mediciones de estados son incompletas e imperfectas.
Dadas las propiedades particulares de las metodologı´as men-
cionadas, resulta de intere´s disen˜ar una te´cnica de control que
combine las caracterı´sticas de robustez de modos deslizantes
con las del control H∞, con el ﬁn de desarrollar un controlador
que reu´na las ventajas de ambos controladores y que muestre
buen desempen˜o. En trabajos de investigacio´n recientes, la te´cni-
ca de combinar modos deslizantes con H∞ ha mostrado ser eﬁ-
ciente para controlar sistemas conmutados, ve´ase por ejemplo
ScienceDirect
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(Castan˜os and Fridman, 2011; Lian and Zhao, 2010; Ghafari-
Kashani et al., 2010).
El problema abordado en el presente artı´culo es la regu-
lacio´n de posicio´n, a trave´s de medicio´n de la salida, de un
sistema meca´nico con una holgura entre partes meca´nicas, que
puede verse como una restriccio´n del movimiento libre que
tiene el elemento propulsor en su paso por la holgura. Algu-
nas referencias de trabajos previos de sistemas meca´nicos con
restricciones pueden ser encontradas en (Mansard and Khatib,
2008; Menini and Tornambe, 2001).
Se han hecho algunos esfuerzos para controlar sistemas me-
ca´nicos con restricciones utilizando una amplia gama de meto-
dologı´as, tales comomodos deslizantes (Sabanovic et al., 2008),
control predictivo (Adetola et al., 2009) y control o´ptimo (Christo-
phersen, 2007). Existe poca literatura enfocada al control de
sistemas meca´nicos con restricciones sujetos a perturbaciones
desacopladas e incertidumbres parame´tricas. Por ejemplo, el
problema de restricciones unilaterales en la posicio´n es con-
siderado en (Brogliato et al., 1997). En (Tseng, 2005) se con-
sidera un controlador PID para robots con restricciones, el cual
es combinado con un control H2/H∞ para atenuar la inﬂuencia
de perturbaciones e incertidumbre parame´trica. En (Chiu et al.,
2004) es disen˜ado un controlador robusto para seguimiento de
trayectoria/fuerza aplicado a robots con restricciones. Por otra
parte, en (Chang and Lee, 1999) se propone un controlador
dina´mico para regulacio´n de posicio´n/fuerza en un robot con
restriccio´n activado por motores de CD.
Algunos trabajos anteriores sobre control por modos desli-
zantes aplicado a sistemas meca´nicos con restriccio´n de posi-
cio´n y perturbaciones acopladas, los cuales son antecesores al
trabajo presentado aquı´ son (Rasco´n et al., 2010, 2012a,b). En
(Rasco´n et al., 2010) se resuelve el problema de regulacio´n de
posicio´n de un sistema meca´nico actuado de un grado de liber-
tad con una restriccio´n de posicio´n; adema´s, se hace una com-
paracio´n entre el algoritmo de control por modos deslizantes
propuesto y un control PD. En (Rasco´n et al., 2012a) se disen˜a
un controlador por modos deslizantes y se propone un crite-
rio para reducir rebotes entre un sistema meca´nico de un gra-
do de libertad y una restriccio´n de posicio´n; tambie´n se hacen
pruebas experimentales en un circuito electro´nico que emula la
dina´mica del sistema meca´nico y en la plataforma experimen-
tal ECP-210. En (Rasco´n et al., 2012b) se aborda el problema
de regulacio´n de posicio´n de un sistema meca´nico subactuado
con una holgura ela´stica y friccio´n dina´mica de Dahl en cada
una de las articulaciones, y se compara a partir de simulaciones
nume´ricas el algoritmo de control por modos deslizantes-H∞
propuesto con un algoritmo de control por modos deslizantes
de primer orden.
1.2. Estrategia y contribucio´n
En este artı´culo se propone el disen˜o de un controlador para
una clase de sistemas meca´nicos con holgura ela´stica, toman-
do en cuenta la fuerza de friccio´n viscosa. Adema´s, se consi-
dera que el sistema puede ser afectado por perturbaciones exter-
nas acopladas o desacopladas. Se supone tambie´n que se mide
u´nicamente la posicio´n, no la velocidad. A su vez, la ley de
control propuesta, basada en las te´cnicas de modos deslizantes
y de H∞, es disen˜ada para todas las condiciones de operacio´n
del sistema; es decir, en movimiento libre o en movimiento res-
tringido. El controlador se disen˜a para, primeramente, forzar al
sistema a llegar al movimiento restringido y, una vez logrado
esto, lo dirige hacia la posicio´n de referencia.
La estabilidad del sistemameca´nico en lazo cerrado se prue-
ba utilizando funciones cuadra´ticas; algunas referencias pueden
ser encontradas en (Paden and Sastry, 1987; Shevitz and Paden,
1994; Kazerooni, 1990; Branicky, 1998). Esto nos permite ase-
gurar que las coordenadas a controlar convergen hacia la super-
ﬁcie deslizante en tiempo ﬁnito.
El algoritmo de control propuesto, al combinar las te´cnicas
de modos deslizantes y de H∞, es capaz de sobrellevar los fac-
tores no deseados, como son perturbaciones e incertidumbres, y
au´n ası´ tener un buen desempen˜o. Un trabajo preliminar a e´ste,
donde se utiliza la misma metodologı´a de control puede con-
sultarse en (Rasco´n et al., 2012b). Por otro lado, se muestran
experimentos para ilustrar la validez del ana´lisis teo´rico.
1.3. Organizacio´n
El resto del artı´culo se desarrolla de la siguiente manera:
En la Seccio´n 2 se describe el sistema meca´nico y se presen-
ta un cambio de variables en el modelo, basado en el error de
posicio´n, que facilita el desarrollo del controlador. El disen˜o
de un control por retroalimentacio´n de salida se presenta en la
Seccio´n 3. En la Seccio´n 4 se presenta el ana´lisis de estabili-
dad. Despue´s, en la Seccio´n 5, se presenta la sı´ntesis de la parte
de control H∞. En la Seccio´n 6 se presentan resultados experi-
mentales y en la Seccio´n 7 se incluyen algunos comentarios y
conclusiones.
2. Modelo del sistema meca´nico
Se presenta aquı´ un sistema ba´sico descrito por un modelo
simple (ve´ase la Figura 1). Este sistema es similar a otros sis-
temas meca´nicos, especialmente a los que presentan espacios
libres entre eslabones. En ellos se puede presentar un compor-
tamiento dina´mico importante tal como rebotes entre eslabones,
debido a colisiones, lo cual podrı´a poner en riesgo la integridad
del dispositivo meca´nico. El sistema se compone de dos masas
sujetas a friccio´n viscosa, las cuales esta´n unidas a trave´s de
un resorte con una holgura meca´nica. Se propone disen˜ar un
controlador con el propo´sito de reducir la presencia de rebotes
en el espacio libre, adema´s de presentar un buen desempen˜o de
regulacio´n.
Las ecuaciones de movimiento en lazo abierto del sistema
meca´nico pueden ser expresadas en coordenadas conjuntas co-
mo
m1 x¨1 + b1 x˙1 + f (x1, x2) = u + w1(t),
m2 x¨2 + b2 x˙2 = f (x1, x2) + w2(t, x),
(1)
donde mi, xi(t), x˙i(t), x¨i(t), i = 1, 2, representan la masa, el des-
plazamiento, velocidad y aceleracio´n del i-e´simo eslabo´n, res-
pectivamente, y los para´metros bi son los coeﬁcientes de fric-
cio´n viscosa. Adema´s, u denota la fuerza de control y f (x1, x2)
la fuerza de contacto entre las masas ocasionada por la holgura
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Figura 1: Sistema meca´nico restringido.
ela´stica. Adema´s se introduce la perturbacio´n externa acotada
w1(t) ∈ R y, para tomar en cuenta las discrepancias en el mode-
lo, se considera w2(t, x) ∈ R con x = [x1, x2].
La fuerza de contacto f (x1, x2) transmitida entre las masas
esta´ dada por
f (x1, x2) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
k(δx + a + b), si δx ≤ a + b;
0, si a + b < δx < a + b + c;
k(δx + a + b + c), si δx ≥ a + b + c;
(2)
donde δx = x1 − x2, k es la rigidez del resorte, a es la distancia
entre el centro de masa de la primera masa y el efector ﬁnal, b
es la distancia del centro de masa de la segunda masa al borde
de la misma y c es el taman˜o de la holgura. Se considera que la
densidad de las masas es homoge´nea.
La expresio´n (2) se puede reescribir como
f (x1, x2) =
k
2
[2(δx + a + b) + c + |δx + a + b|
−|δx + a + b + c|] ,
(3)
donde las posiciones x1(t) ∈ R y x2(t) ∈ R de las masas son
las u´nicas variables disponibles para ser medidas en el sistema.
El modelo en lazo abierto (1), (3) tiene un conjunto de mu´lti-
ples valores de equilibrios (x¯1, x¯2), con x¯1 = ζ, donde ζ es una
constante cualquiera y x¯2 ∈ [ζ +a+b, ζ +a+b+ c]. El compor-
tamiento de la holgura ela´stica puede observarse en la Figura
2a.
Para satisfacer los requerimientos de una solucio´n local al
problema de regulacio´n de posicio´n H∞, se propone una apro-
ximacio´n mono´tona del modelo de fuerza para la holgura ela´sti-
ca (3), descrito por (ver Figura 2b)
f˜ (Δx) = kΔx + kη(Δx), (4)
donde
Δx = δx + a + b + c/2 (5)
y
η = −c1 − e
−(Δx/0,5c)
1 + e−(Δx/0,5c)
. (6)
Esta aproximacio´n, inspirada en (Merzouki and M’Sirdi,
2004), asegura que el modelo es al menos una vez diferencia-
ble, acorde con lo propuesto en (Aguilar et al., 2003; Isidori and
(a)
f
Δ x
−c/2
c/2
(b)
f
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Figura 2: (a) Modelo de fuerza generado por la holgura ela´stica (b) Aproxi-
macio´n estrictamente mono´tona de la fuerza generada por la holgura ela´stica.
Astolﬁ, 1992). Las ecuaciones (4)–(6) sera´n consideradas en el
disen˜o de un control H∞ para el sistema (1), del cual se supone
que la salida medible y(t) ∈ R2 son las posiciones de las masas,
es decir
y =
[
x1
x2
]
+
[
w3
w4
]
, (7)
donde las perturbaciones en la salida w3(t),w4(t) ∈ R se supo-
nen desconocidas, pero acotadas. La perturbacio´n w1(t) ∈ R
constituye una perturbacio´n acoplada al sistema (ve´ase la ecua-
cio´n (1)); esto es, una perturbacio´n que entra en las ecuaciones
de estado al igual que la entrada de control (por ejemplo, una
articulacio´n completamente actuada). En contraste, w2(t, x) ∈ R
es una perturbacio´n no acoplada, la cual afecta la articulacio´n
no actuada. Se considera que w2(t, x) involucra discrepancias
entre el modelo de fuerza de contacto que representa a la hol-
gura ela´stica (3) y su aproximacio´n (4)–(6).
El objetivo del controlador por modos deslizantes + H∞ es
el de regular la posicio´n de la masa x2 hacia una referencia de-
seada constante x2d ∈ R, a pesar de la presencia de perturba-
ciones acotadas acopladas, no acopladas y discrepancias en el
modelo dina´mico w ∈ R4; esto es, lı´mt→∞ ‖x2(t) − x2d‖ < ,
siendo  > 0.
El papel de la etapa de control por modos deslizantes es
eliminar el efecto de w1 y el propo´sito de la etapa de control
H∞ es la de atenuar las perturbaciones no acopladas w2, w3 y
w4. De hecho, es importante mencionar que un disen˜o inadecua-
do de un controlador que elimine las perturbaciones acopladas
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puede ampliﬁcar las perturbaciones no acopladas, ve´ase (Cas-
tan˜os and Fridman, 2006). Dado el sistema actuado de control
no lineal (1), con la fuerza de contacto (4)–(6), se disen˜ara´ un
control por modos deslizantes de tal forma que las coordenadas
del sistema en lazo cerrado sean acotadas y la salida x2 conver-
ja asinto´ticamente hacia una vecindad alrededor de la posicio´n
deseada x2d a trave´s de x1d , ante la presencia de perturbaciones
acotadas que satisfagan
sup
t
|w1(t)| ≤ M, M > 0. (8)
Por otra parte, el propo´sito del controlador H∞ es el de atenuar
la inﬂuencia de perturbaciones externas y discrepancias en el
modelo w2, adema´s de los errores de medicio´n de posiciones
w3 y w4.
Consideremos el cambio de variables siguiente
q1 = x1 − x1d , q2 = x˙1,
q3 = x2 − x2d , q4 = x˙2, (9)
donde x1d = x2d − (a + b + c/2). Entonces la representacio´n en
variables de estado del sistema (1) queda como sigue,
q˙1 =
q˙2 =
q˙3 =
q˙4 =
q2
1
m1
[−b1q2 − f (q1, q3) + u + w1]
q4
1
m2
[−b2q4 + f (q1, q3) + w2] ,
(10)
donde f (q1, q3) esta´ dada por (4) y Δq = q1+ x1d +a−q3− x2d +
b + c/2. Reemplazando x1d en Δq se tiene que
Δq = q1 − q3. (11)
3. Disen˜o del control por modos deslizantes
El objetivo de control consiste en hacer que la posicio´n de la
segunda masa, x2, converja lo ma´s cercano posible a la posicio´n
x2d , es decir,
lı´m
t→∞ ‖q3(t)‖ = lı´mt→∞ ‖x2(t) − x2d‖ < . (12)
Esto se logra por medio del disen˜o de un controlador por mo-
dos deslizantes con un atenuador H∞. Este u´ltimo se incorpo-
ra dentro del disen˜o de la superﬁcie deslizante. El control por
modos deslizantes tiene la propiedad de eliminar las perturba-
ciones que afectan a la parte actuada del sistema.
3.1. Control por modos deslizantes
Consideremos la siguiente superﬁcie deslizante,
s = q1 + q2 +
∫ t
0
q1(t)dt −
∫ t
0
u∞(t)dt, (13)
donde u∞(t) ∈ R es el controlador H∞, el cual sera´ disen˜ado en
la Seccio´n 4, siguiendo el procedimiento propuesto en (Aguilar
et al., 2003; Isidori and Astolﬁ, 1992). El signiﬁcado de esta
expresio´n para la superﬁcie deslizante sera´ ma´s evidente en el
desarrollo de la prueba de estabilidad. La ley de control que
asegura que las coordenadas alcancen la superﬁcie deslizante
esta´ dada por
u = b1q2+ f (q1, q3)+m1
[−q1 − q2 + u∞ − λs − β sign(s)] (14)
donde λ y β son ganancias constantes positivas, las cuales se
sintonizara´n para asegurar que el movimiento de las coorde-
nadas se dirija hacia la superﬁcie deslizante. La funcio´n sign(s)
en la ley de control (14) denota la funcio´n signo que se deﬁne
como
sign(s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 s > 0
[−1, 1] s = 0
−1 s < 0,
(15)
la cual estara´ activa en todo momento, es decir, cuando el sis-
tema este´ tanto en movimiento libre como en movimiento re-
stringido (en contacto con la segunda masa).
Combinando la entrada de control (13)-(14) con el sistema
dina´mico (10) tenemos que la dina´mica del sistema en lazo ce-
rrado es:
q˙1 =
q˙2 =
q˙3 =
q˙4 =
s˙ =
q2
1
m1
[−b1q2 − f (q1, q3) + u + w1]
q4
1
m2
[−b2q4 + f (q1, q3) + w2]
(1 − b1m1 )q2 −
f
m1
+ um1 +
w1
m1
+ q1 − u∞,
(16)
cuya representacio´n en diagrama de bloques se puede observar
en la Figura 3. Dado que se tienen disponibles u´nicamente las
mediciones de los estados q1 y q3, se disen˜o´ un observador dis-
continuo como el propuesto en (Rosas et al., 2007) para estimar
las velocidades q2 y q4.
Controlador
Observador
Sistema
w1, w2
q1 − q˜1 + w3, q3 − q˜3 + w4
u
w3, w4
+
q˜2, q˜4, s˜
+q1, q3
+
q1 + w3, q3 + w4
−
q˜1, q˜3
Figura 3: Diagrama a bloques del sistema en lazo cerrado.
3.2. Ana´lisis de existencia de modos deslizantes
Se analizara´n primero las propiedades de estabilidad del sis-
tema (16), retroalimentado con el controlador por modos desli-
zantes (14). La convergencia de las variables de salida (coor-
denadas q1 y q3) se analizara´ de la siguiente manera. Primera-
mente se demostrara´ que las coordenadas del sistema (10) con-
vergen a la superﬁcie deslizante (13) en tiempo ﬁnito. Posterior-
mente, una vez que las coordenadas se encuentren sobre la su-
perﬁcie deslizante, se probara´ que las coordenadas (q1, q2) con-
vergen exponencialmente a (0, 0). Finalmente, se demostrara´ que
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las coordenadas (q3, q4) convergen en forma asinto´tica a un va-
lor constante (d, 0).
Consideremos el sistema (16), con el controlador (13), (14)
y una perturbacio´n acotada (8). Al sustituir (14) en (16), el sis-
tema en lazo cerrado toma la forma
q˙1 =
q˙2 =
q˙3 =
q˙4 =
s˙ =
q2
−q1 − q2 − λs − β sign(s) + u∞ + w1m1
q4
1
m2
(−b2q4 + f (q1, q3) + w2)
−λs − β sign(s) + w1m1 .
(17)
De acuerdo a (Utkin, 1978), se puede asegurar la existencia de
modos deslizantes si se satisface ss˙ < 0. El ca´lculo de ss˙ resulta
en
ss˙ = s
(
−λs − β sign(s) + w1
m1
)
≤ −λs2 −
(
β − M
m1
)
|s|,
(18)
de donde se concluye la existencia de modos deslizantes en la
superﬁcie s = 0 si β − M/m1 > 0. No´tese adema´s que, si se
utiliza la funcio´n cuadra´tica
V(s) = s2, (19)
cuya derivada con respecto al tiempo, a lo largo de las solu-
ciones de (17), satisface
V˙ ≤ −2λs2 − 2
(
β − M
m1
)
|s|
≤ −2
(
β − M
m1
)
|s| = −2
(
β − M
m1
) √
V ,
(20)
se tiene que, para una condicio´n inicial V(t0) = V0 y, dado que
β > M/m1, se garantiza que existira´ un tiempo t f tal que, para
todo t > t f , la funcio´n V es cero. Este tiempo puede calcularse
directamente de (20), de donde
V(t) = 0 para t ≥ t0 +
√
V0
β − M/m1  t f . (21)
Ası´, V(t) converge a cero en tiempo ﬁnito y, en consecuencia,
ocurre un movimiento a lo largo del conjunto s = 0 en el sis-
tema discontinuo (17) a partir de a lo ma´s t f segundos.
En lo que sigue se supondra´ que el sistema (17) esta´ en mo-
do deslizante, tal que s = s˙ = 0 para t ≥ t f . Bajo estas condi-
ciones, la dina´mica del sistema (17) se reduce a
q˙1 =
q˙2 =
q˙3 =
q˙4 =
q2
−q1 − q2 + u∞
q4
1
m2
(−b2q4 + f (q1, q3) + w2)
(22)
No´tese au´n la presencia de la perturbacio´n w2 en el sistema.
3.3. Ana´lisis de estabilidad
En esta subseccio´n se considera que u∞ = 0 y w2(t, q1, q3) =
0. Es posible mostrar que, cuando u∞ = 0, q ∈ R4 converge a
un punto de equilibrio q¯ = (0, 0, d, 0), con |d| ≤ c/2. Para ello,
no´tese de (22) que las variables q1 y q2 esta´n desacopladas de
q3 y q4. Si consideramos entonces al subsistema
q˙1 =
q˙2 =
q2
−q1 − q2,
se concluye directamente que q1 y q2 convergen exponencial-
mente a cero.
La dina´mica remanente queda entonces
q˙3 =
q˙4 =
q4
1
m2
[−b2q4 + f (q1, q3)], (23)
donde
f (q1, q3) =
k
2
(2Δq + |Δq − c/2| − |Δq + c/2|) , (24)
y Δq = q1 − q3, acorde con lo mostrado en (3) y la Figura 2a.
Puesto que q1 converge exponencialmente a cero, la dina´mica
del sistema (23) puede analizarse a partir del sistema
q˙3 =
q˙4 =
q4
− km2 q3 − b2m2 q4 + k2m2
(
|q3 + c2 | − |q3 − c2 |
)
.
(25)
Conside´rese la funcio´n V : R2 → R, no negativa y diferencia-
ble,
V(q3, q4) =
1
2
q24 +
k
2m2
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
q23 + cq3 +
c2
4 si q3 < − c2
0 si |q3| ≤ c2
q23 − cq3 + c
2
4 si q3 >
c
2
.
(26)
Utilizando esta funcio´n y aplicando el teorema de Lasalle (Khalil,
2002) es posible mostrar que las coordenadas (q3, q4) conver-
gen a (q¯3, 0), donde q¯3 ∈ [−c/2, c/2], lo que signiﬁca que casi
siempre se tendra´ un error en la posicio´n de la segunda masa.
En lo que sigue se propone disminuir este error de posicio´n
mediante la aplicacio´n de un control H∞ al sistema anterior.
No´tese que la funcio´n no lineal f (q1, q3), ecuacio´n (24), puede
expresarse de la manera siguiente,
f (q1, q3) = f˜ (q1, q3) + Δ f (q1, q3), (27)
donde f˜ (q1, q3) se deﬁne en la ecuacio´n (4) y Δ f representa el
error entre f y f˜ . Este u´ltimo error puede incluirse en la per-
turbacio´n w2, cuyo efecto se propone sea reducido mediante un
control H∞. Ası´, el problema de regulacio´n para q3 en el sis-
tema (22) puede expresarse formalmente como un problema de
control H∞.
4. Disen˜o del controlador H∞
En esta seccio´n se resolvera´ el problema de regulacio´n de
posicio´n H∞ para el sistema (22), donde
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1. La salida a ser controlada esta´ dada por
z = ρ
[
0
q3
]
+
[
1
0
]
u∞, (28)
donde ρ es una constante real que pondera las variables a
minimizar.
2. Se tienen las mediciones de los errores de posicio´n q1 y
q3, corrompidas por w3(t),w4(t) ∈ R,
y =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ q1 + xd1 + w3q3 + xd2 + w4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (29)
El problema de control H∞ es expresado entonces de la
siguiente manera. Dada la representacio´n del sistema (22), (28),
(29) y una constante γ > 0, se requiere encontrar, si existe, un
controlador
u∞ = K(q), (30)
con estados q ∈ R4, tal que el estado q3 del sistema en lazo ce-
rrado, sin perturbaciones, sea asinto´ticamente estable en forma
local y su ganancia L2 sea localmente menor que γ.
En esta seccio´n se presenta el disen˜o del controlador H∞
para el sistema (22), modelado por las ecuaciones de la misma
forma presentada en (Aguilar et al., 2003; Isidori and Astolﬁ,
1992),
q˙ = Γ(q) + g1(q)w + g2(q)u∞, (31)
z = h1(q) + k12(q)u∞, (32)
y = h2(q) + k21(q)w, (33)
donde
Γ(q) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
q2
−q1 − q2
q4
1
m2
(
−b2q4 + f˜ (q1, q2)
)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (34)
g1(q) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , g2(q) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
1
0
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
h1(q) = ρ
[
0
q3
]
, h2(q) =
[
q1 + x1d
q3 + x2d
]
,
k12(q) =
[
1
0
]
, k21(q) =
[
0 0 1 0
0 0 0 1
]
. (35)
Las siguientes suposiciones se deben mantener.
(A1) Γ(0) = 0, h1(0) = 0 y h2(0) = 0.
(A2) Las funciones Γ(q), g1(q), g2(q), h1(q), h2(q), k12(q) y
k21(q) son dos veces continuamente direfenciables en q
alrededor del origen q = 0.
(A3)
hT1 (q)k12(q) = 0, k
T
12(q)k12(q) = I
k21(q)gT1 (q) = 0, k21(q)k
T
21(q) = I.
Estas suposiciones son hechas por razones te´cnicas. La suposi-
cio´n (A1) asegura que el origen es un punto de equilibrio del
sistema dina´mico (31)-(33) sin entrada de control (u∞ = 0) y sin
perturbaciones (w = 0). La suposicio´n (A2) garantiza el buen
planteamiento del sistema dina´mico mientras se le apliquen en-
tradas exo´genas. La suposicio´n (A3) es una simpliﬁcacio´n here-
dada del problema de control esta´ndar H∞.
Deﬁnicio´n 1. Dado un nu´mero real γ > 0, se dice que el sis-
tema (31) tiene una ganancia L2 menor que γ con respecto a la
salida virtual (32) si la respuesta z del sistema satisface, para
todo estado inicial x(t0) = 0,
∫ T
0
‖z(t)‖2dt < γ2
∫ T
0
‖w(t)‖2dt (36)
para todo T > 0 y todas las funciones continuas w(t) ∈ R4.
Obse´rvese que el te´rmino no lineal f se aproxima por la
funcio´n diferenciable f˜ (ecuacio´n (4)). Se propone disen˜ar el
controlador H∞ para la aproximacio´n lineal del sistema (34)–
(35). El motivo de utilizar la aproximacio´n lineal es debido a
que se requiere que el sistema sea por lo menos dos veces con-
tinuamente diferenciable para poder obtener una solucio´n local
del problema de control H∞:
q˙ = Aq + B1w + B2u∞
z = C1q + D12u∞
y = C2q + D21w
(37)
donde
A = ∂Γ
∂q (0), B1 = g1(0), B2 = g2(0),
C1 = ∂h1∂q (0), D12 = k12(0), C2 =
∂h2
∂q (0),
D21 = k21(0).
(38)
De manera explı´cita
A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0
−1 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 −b2/m2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (39)
B1 = g1, B2 = g2,
C1 =
[
0 0 0 0
0 0 1 0
]
, C2 =
[
1 0 0 0
0 0 1 0
]
,
D12 = k12 D21 = k21. (40)
La siguiente condicio´n, es suﬁciente y necesaria para que exista
solucio´n del problema de control lineal H∞ (Doyle et al., 1989):
H) La ecuacio´n algebraica de Riccati
PA + AT P +CT1 C1 + P
(
1
γ2
B1B
T
1 − B2BT2
)
P = 0 (41)
posee una solucio´n sime´trica positiva semideﬁnida P tal que los
valores propios de la matriz A−(B2BT2 −γ−2B1BT1 )P tengan parte
real negativa.
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De acuerdo al lema real acotado (Anderson and Vreugden-
hil, 1973), se puede establecer que la ecuacio´n (41) permite ase-
gurar que existe una constante positiva ε0 tal que la ecuacio´n
algebraica perturbada de Riccati
PεA + AT Pε +CT1 C1 + Pε
(
1
γ2
B1B
T
1 − B2BT2
)
Pε + εI = 0 (42)
tiene una solucio´n sime´trica deﬁnida positiva Pε para cada ε ∈
(0, ε0).
El siguiente resultado es una consecuencia directa de (Acho
et al., 2001).
Teorema 1. Supo´ngase que la condicio´n H se satisface para
el sistema (37)–(40) y sea Pε una solucio´n sime´trica deﬁnida
positiva de (42) para alguna ε > 0. Entonces la entrada de
control
u∞ = −gT2 Pεq, (43)
donde g2 esta´ deﬁnido en (31), (34), Pε = PTε > 0 es la solucio´n
de la ecuacio´n algebraica perturbada de Riccati (42) y q =
[q1, q2, q3, q4]T , es una solucio´n local al problema de control
H∞ del sistema (37)–(40).
Ası´, el control retroalimentado de salida (18), especiﬁcado
acorde con (34)-(35), resuelve de manera local el problema de
regulacio´n de posicio´n H∞ para el sistema (22) y (28)-(36). Vale
la pena mencionar que los estados que no esta´n disponibles para
utilizarse en (13) y (14) como retroalimentacio´n son tomados
del observador por modos deslizantes basado en (Rosas et al.,
2007).
5. Resultados Experimentales
El desempen˜o y propiedades de robustez del controlador
propuesto (14), utilizando el atenuador de perturbaciones u∞
deﬁnido por (43), fue aplicado a la plataforma ECP-210, de la
compan˜ı´a Educational Control Products. Dicha plataforma fue
modiﬁcada para tener una holgura ela´stica, tal como se puede
ver en la Figura 4.
Se utilizo´ un ordenador AMD Dual-Core 4800 y como in-
terfaz el software Simulink, la tasa de muestreo para la adquisi-
cio´n de datos se ajusto´ en 0.001 s. La plataforma esta´ con-
ﬁgurada para tener el comportamiento dina´mico del sistema
meca´nico mostrado en la Figura 1. En particular, la caracterı´sti-
ca no lineal de la holgura ela´stica (Figura 2), es tomada en
cuenta y reproducida al an˜adir una modiﬁcacio´n meca´nica al
sistema; ver Figura 4. La modiﬁcacio´n del sistema consiste en
un tornillo espa´rrago con doble rosca, el cual une un resorte
con la primera masa, dejando una holgura entre el resorte y la
segunda masa. De esta manera pueden ocurrir rebotes ela´sticos
entre la primera y la segunda masa.
El controlador y el observador fueron sintonizados con los
siguientes para´metros: posicio´n deseada de la segunda masa,
x2d = 0.221m; coeﬁcientes de friccio´n viscosa, b1 = 7.695kg/s,
b2 = 2.1141kg/s; valores de las masas, m1 = 1.1kg, m2 = 0.5kg;
valores de las distancias a = 0.15m, b = 0.051m, c = 0.01m;
rigidez del resorte, k = 375.42N/m. Las ganancias de retroa-
limentacio´n del control fueron λ = 0.5N/m y β = 0.5N. Los
Figura 4: Plataforma experimental ECP-210 modiﬁcada para tener una holgura
ela´stica
para´metros del controlador H∞ fueron γ = 1, ρ = 1 y ε = 500.
La correspondiente solucio´n deﬁnida positiva de la ecuacio´n de
Riccati (42) esta´ dada por
P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
520.9452 21.3830 0.0000 0.0000
21.3830 22.3188 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 575.4845 44.7661
0.0000 0.0000 44.7661 34.5087
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
Cabe mencionar que los para´metros de ganancia del controlador
(14) fueron sintonizados en funcio´n de caracterı´sticas tales co-
mo velocidad de respuesta, robustez y amplitud de la sen˜al de
control observados primeramente a trave´s de simulaciones nu-
me´ricas y ajustados ﬁnalmente en los experimentos a prueba y
error; por lo tanto, es posible que otros valores en los para´me-
tros del controlador nos arrojen mejores resultados. Las per-
turbaciones w2, w3 y w4 se consideran inherentes a la planta.
La perturbacio´n w2 = Δ f (q1, q2), (ver ecuacio´n (27)) se con-
sidera intrı´nseca a la planta debido a la implementacio´n de la
aproximacio´n mono´tona que representa a la holgura ela´stica,
las perturbaciones w3 y w4 se consideran como discrepancias
en la medicio´n de salida de los codiﬁcadores rotatorios de q1 y
q3.
En el caso perturbado, se aplico´ adicionalmente un par aco-
tado de perturbacio´n dado por
w1 = 0.2 sin(t). (44)
Los valores para las condiciones iniciales fueron establecidos
en q1(0) = −0.02 m, q2(0) = 0 m/s, q3(0) = −0.01 m, q4(0) =
0m/s y s(0) = 0. Las condiciones iniciales para el observador se
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ﬁjaron en [0,−0.02, 0,−0.01, 0]. Se veriﬁca experimentalmente
un buen desempen˜o y robustez del sistema de la Figura 4, uti-
lizando el control por modos deslizantes con un atenuador H∞
(14), (43) y el observador basado en (Rosas et al., 2007).
Las Figuras 5 y 8 muestran los errores de las posiciones de
ambas masas, para el caso sin perturbacio´n externa y con per-
turbacio´n externa, respectivamente. En el primer caso (Figura
5) puede observarse un error de posicio´n pra´cticamente nulo.
La perturbacio´n aplicada para el segundo caso fue una sen˜al
perio´dica, de amplitud 0.2 y frecuencia de 1 rad/seg, de la forma
w1 = 0.2 sin(t). Esta perturbacio´n se agrego´ al sistemameca´nico
monta´ndose a trave´s de la accio´n de control, que actu´a sobre la
primera masa. En la Figura 8 puede observarse un error en es-
tado estacionario, de forma perio´dica, de la misma frecuencia
que la de la perturbacio´n aplicada y una amplitud de aproxi-
madamente 5 × 10−4. Esto corresponde a una atenuacio´n de la
amplitud de la perturbacio´n de aproximadamente 1/400.
En las Figuras 6 y 9 se puede observar el comportamiento
de las sen˜ales de control H∞ y la sen˜al de control por modos
deslizantes + H∞, donde se puede observar el feno´meno de os-
cilaciones de alta frecuencia tambie´n llamado chattering, cuya
amplitud se puede disminuir al modiﬁcar la ganancia de control
β. En las Figuras 7 y 10 podemos observar la fuerza de contacto
entre las dos masas, observa´ndose rebotes en los primeros 2.5
segundos. Por otro lado en las mismas Figuras 7, 10 se mues-
tra la variable deslizante s, la cual converge hacia la superﬁcie
deslizante en tiempo ﬁnito.
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Figura 5: Errores de posicio´n de la primera masa q1 y de la segunda masa q3
(caso sin perturbacio´n externa).
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Figura 6: Sen˜al de control H∞ y sen˜al de control por modos deslizantes + H∞
(caso sin perturbacio´n externa).
6. Conclusiones
Se presenta un marco pra´ctico para el desarrollo e imple-
mentacio´n de un controlador por modos deslizantes, el cual in-
volucra la metodologı´a de control H∞ en su disen˜o. Se muestra
que el procedimiento de disen˜o del controlador pudiese resul-
tar adecuado para resolver el problema de regulacio´n de posi-
cio´n para un sistema meca´nico con friccio´n y una holgura ela´sti-
ca. El error se ve disminuido debido al efecto del control H∞.
En el sistema meca´nico se utiliza una aproximacio´n estricta-
mente mono´tona de una zona muerta para adecuar el sistema
a los requerimientos de la metodologı´a de disen˜o de control
H∞. La sı´ntesis de salida propuesta para el controlador por mo-
dos deslizantes-H∞ es adecuada para resolver el problema de
regulacio´n de la masa m1, cuando se cumple la desigualdad
β − M/m1 > 0, incluso ante la presencia de perturbaciones
supt |w1(t)| ≤ M. Si la desigualdad no se satisface entonces el
controlador atenuara´ las perturbaciones y las discrepancias de
la zona muerta, siendo suﬁciente con incrementar la ganancia
del para´metro β con el ﬁn de satisfacer β − M/m1 > 0. El error
q1 correspondiente a la masa m1 en estado estacionario es cero,
sin embargo el error q3 para la masa m2 esta´ dentro del con-
junto [−c/2, c/2], donde este error se ve corregido mediante el
control H∞. La aportacio´n de este trabajo es el disen˜o de con-
trol para regulacio´n de posicio´n utilizando modos deslizantes-
H∞ en un sistema subactuado con una no linealidad tipo zona
muerta afectado por pertubaciones acopladas y desacopladas.
La efectividad del procedimiento ha sido apoyada por exper-
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Figura 7: Fuerza de contacto entre las masas, ocasionada por la holgura ela´stica
y movimiento deslizante s, donde se aprecia que la variable s converge a cero
en tiempo ﬁnito (caso sin perturbacio´n externa).
imentos en la plataforma ECP-210 modiﬁcada para tener una
holgura ela´stica.
English Summary
Robust Position Control for a Mechanical System with
Friction and an Elastic Backlash
Abstract
It is presented a control strategy that combines the tech-
niques of sliding mode control and nonlinear H∞ control to
solve the position control problem of an underactuated mechan-
ical system with friction and an elastic backlash. It is shown
that the controlled system has a set of equilibrium points, and
all the closed-loop trajectories converge asymptotically to that
set, achieving a minimally bounded steady state position error,
in spite of the presence of certain types of disturbances. More-
over, the controller attenuates the eﬀect of external disturbances
and uncertainties in the modeling of the plant. The controller
has been implemented in an experimental platform that veriﬁes
the theoretical results.
Keywords:
Underactuated mechanical systems, robust control, sliding mode
control, H∞ control.
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Figura 8: Errores de posicio´n de la primera masa q1 y de la segunda masa q3
(caso con perturbacio´n externa).
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